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Introducció 
L'any 1875, J.L. Soret descriu per primera vegada un 
element difractiu pla capac de focalitzar llum: les 
plaques zonals (en anglks zone plates). D'aleshores 
en@ aquests elements han estat objecte d'un estudi ex- 
haustiu, tant tebric corn experimental, a causa de la 
possibilitat de fer-los servir corn a lents a tot l'espectre 
electromagnktic. Les lents de vidre, a les quals tots es- 
tem habituats, només són útils en una regió molt estreta 
de l'espectre, que compren part de l'infraroig fins als 
raigs ultraviolats (UV) de molt baixa energia. El vidre 
absorbeix la-major part de l'UV, cosa que el fa apte 
corn a receptacle dels fluorescents o de les bombetes de 
mercuri que es fan servir per illuminar els parcs públics 
i els carrers. En canvi, a la bibliografia es poden tro- 
bar aplicacions de les plaques zonals que van des de les 
microones fins als raigs y. 
El principi d'Huygens-Fresnel 
La descripció tebrica de les plaques zonals (Hecht, 1988) 
és molt simple i es fa a partir d'uns dels prin- 
cipis fonamentals de l'bptica, el principi d'Huygens- 
Fkesnel. Aquest principi afirma que qualsevol punt 
d'un front d'ones es comporta corn un focus puntual 
emissor d'ones. Per poder utilitzar el principi de 
forma adequada ens preocuparem primer de descriure 
matemhticament una ona. Tots hem estudiat alguna 
vegada una oscil.lació harmbnica simple propagant-se i 
l'escrivim de la manera següent: 
on k = 27~/X, X és la longitud d'ona, w és la freqüencia 
angular de l'oscil~lació i cpo és una fase inicial. Els físics 
perb no fem servir mai aquesta notació; preferim treba- 
llar amb nombres complexos perquk els calculs es tornen 
més senzills. Així doncs un físic escriu: 
Re significa part real, pero corn que sempre ho hauríem 
d'escriure, ja no ho farem més. Ara volem anar una mica 
més lluny, volem descriure una ona que surt d'un focus 
puntual situat en algun punt de l'espai. Aleshores els 
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fronts d'ona seran esferes de radi r .  Com que l'energia 
de l'ona es reparteix sobre la'superfície del front d'ona 
(4.rrr2) i l'energia que transporta una ona és proporcional 
al quadrat de la seva amplitut, A. haura de ser inver- 
sament proporcional a r. Per tant, una ona esferica 
l'escriurem: 
on r = [(x - X O ) ~  + (y - + (Z - Z O ) ~ ] ~ ' ~  i (20, YO, ZO) 
són les coordenades del focus emissor. El terme en w t  ja 
no el posem perquk l'hauríem d'arrossegar contínuament 
i a més no té cap efecte en la nostra formulació. En el 
nostre cas considerarem z corn a eix bptic del sistema 
tal corn veiem a la figura 1. Normalment treballarem 
en zones suficientment properes a l'eix bptic corn per 
poder considerar la coordenada Z- corn a terme domi- 
nant a l'expressió de r .  Podem aleshores fer un desen- 
volupament en serie de Taylor de l'arrel quadrada per 
escriure la nostra ona esferica d'una manera una mica 
més senzilla: 
on Só inclou el terme exp(ik(z - zo)) que corn veurem 
tampoc té cap importancia en el nostre desenvolupa- 
ment. Aquesta aproximació es fa sempre que s'estudien 
sistemes bptics (siguin lents o plaques zonals) i rep un 
nom especial: aproximació paraxial o de Fkesnel. 
Imaginem aleshores el cas senzill d'un front d'ona pla 
que ilelumina un objecte transparent. Fent ús del principi 
d'Huygens-Fresnel, podem calcular facilment quina és la 
contribució de cada punt de l'objecte per a un punt de 
l'eix bptic, situat a una distancia z = a (prenem l'origen 
de z en l'objecte per simplificar les fórmules). Cada punt 
de l'objecte (x, y) collabora amb una ona esferica que es 
pot escriure com: 
on p2 = x2 $ Y2 i AO (p) és una funció que descriu corn es 
modifica el front d'ona en travessar l'objecte. En par- 
ticular, val 1 si l'objecte en aquest punt és transparent 
o O si és opac. En general, perb, el medi introduira un 
cert desfasament en l'ona incident; aixb es traduira en el 
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Figura 1: Disposició del sistema bptic 
fet que A(p) sera un nombre complex que tindrh com a 
argument el desfasament de l'ona en travessar el medi. 
A la fórmula anterior hem suprimit definitivament els 
termes constants. Si en lloc d'un front d'ones pla hi ar- 
riba una ona esferica provinent d'un punt a distancia b 
sobre l'eix bptic, cada punt P de l'objecte emet també 
una ona esferica pero amb la mateixa fase inicial que 
l'ona que illumina el punt P provinent de b (de fet hi 
ha un corriment constant de fase que és igual per a tots 
els punts, i per aixb mateix no el tindrem en compte). 
Aleshores escrivim per a aquest cas més general: 
Q = A. (p) exp (g ,o2 + p2) = Ao (p) exp (5 p2) 
on f -l = l/a + l/b és la focal de la placa zonal. 
La contribució total s'obtindra sumant la contribució 
de cada punt. Fixem-nos que el punt p = O hi con- 
tribueix amb un fasor de fase zero (un fasor és un nombre 
complex representat mitjancant una fletxa, un vector, de 
m6dul el del nombre complex i inclinada un angle igual 
a la fase del nombre complex). De fet els punts compre- 
sos entre O < ,o2 < f /A hi contribueixen amb fasors que 
varien la seva fase entre O i n. Per trobar la contribució 
total els posem un rere l'altre per acabar obtenint el 
fasor suma tal com veiem a la figura 2. Si continuem 
sumant els fasors compresos entre f /A < p2 < 2 f/X 
hem-nos que el fasor suma resultant sera cada vegada 
més petit fins que entrem en una nova zona en que els 
fasors tornin a estar amb fases entre O i T .  Aques- 
tes zones corresponen a 2nn < p2 < (2n + 1)n per a 
n = 0, 1, 2, 3 . . -  La idea clau aleshores és tapar les 
zones que contribuirien a fer més petit el fasor suma 
i deixar transparents la resta, o sia, que Ao(p) sigui O 
quan els fasors estan entre n i 2n, i 1 quan estan en- 
tre O i n. Si fem aixb hem-nos que la contribució que 
obtenim pot ser molt més gran que la que tindríem si 
l'objecte fos un simple forat. Ja  tenim doncs una lent 
plana i la podem observar a la figura 3. Els lectors 
poden posar a prova tot el que hem dit fotografiant la 
Figura 2: Suma de fasors de les contribucions de cada punt 
de Ia placa 
figura de les plaques zonals i utilitzant el negatiu com a 
lent. Per saber-ne la focal basta saber que la dimensió 
del primer radi blanc o negre ve donada en el nostre cas 
per ,o: = 2 f /A  (heu-vos en la dependencia amb la lon- 
gitud d'ona). Mesurant sobre el negatiu el primer radi 
podeu deduir-ne la focal. Proveu aleshores d'obtenir la 
imatge del fil d'una bornbeta en una habitació fosca o 
la imatge del sol sobre una paret. Fixem-nos que hi ha 
una petita arbitrarietat en el procés de construcció de 
les plaques zonals: també podríem haver deixat trans- 
parents les zones que hi contribueixen arnb fasors que 
tenen fases compreses entre a i a + n i tapar les zones 
en que la fase varia entre a+n i a + 2n, on a és un angle 
qualsevol. En fer aixb canviara la fase del fasor suma 
total i el primer radi tindra una longitud py = aX f /T .  
No hi haura cap més efecte. 
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Figura 3: Placa zona1 
Eficiencia de les plaques zonals 1,96A. La placa zona1 era comercial, tenia 210 pm de 
Fent un estudi tebric de les plaques zonals, s'obté que diametre, 128 zones de transmitiincia 1 i O fetes amb 
focalitzen una fracció donada per l /n2 de la potencia Au de gruix 0'5 pm. Per a aquests iitoms d'heli la focal 
de la llum incident. A rnés, una altra quarta part de la era de f = O, 45 m en un pie de Pm 
potencia incident crea un fons continu en el pla imatge. d'amplada. (Carnal, 1991). 
Aixb fa que normalment no es facin servir quan es tre- 
balia en l'espectre visible, pero són insubstituiloles en Plaques zonals de baixa resolutió 
altres rangs de freqükncies, com en els raigs x o en Un dels temes de mkima actualitat dins dels camps 
~'uv. ~ ' ~ f i ~ i k ~ ~ i ~ ,  pero, de les plaques zonals augmenta d'investigació de l'bptica aplicada és utilitzar pantalles 
considerablement si aconseguim d>alguna manera que de cristall líquid com a dispositius per codificar lents. 
A,,(~) = -1 (aixb és el mateix que introduir un des  Tots hem vist alguna vegada una pantalla de cristall 
fasament en n) en les zones que en principi deixem com líquid, en calculadores, O en les'pantalles de televisió 
a fosques ( ~ ~ ( ~ 1  = 0). ~ ' ~ ~ ~ ~ ~ t ~  manera aconseguim en miniatura. Moltes d'questes pantalles estan for- 
que aquestes zones també col.laborin amb fasors que van mades Per ~ e t i t s  quadrats (~íxels) un al costat de l'altre 
de O a K ,  i podem deixar que hi passi llum. Aleshores, (pero separats una certa distancia) per formar una ma- 
tots el punts de les plaques zonals contribueixen a fo- triu d'uns 300 x 300 quadrats aproximadament. Cada 
calitzar la llum, l'eficiencia és molt més elevada i elimi- quadrat té una transmitancia controlable mitjancant un 
nem la quarta part de llum que creava un fons continu. potencial elkctric. D'aquesta manera es pot introduir 
~~~~~t desfasament en es pot aconseguir posant-hi un desfasament en la llum que el travessa directament 
una lamina d'un material adient (que dependr& de la controlable mitjancant el potencial aplicat. Aquest po- 
zona de llespectre en que ens trobem) amb el gruix ade- tencial es controla mitjancant dispositius electrbnics que 
quat perque la llum surti desfasada en respecte a la permeten canviar la fase en qüestió unes 500 vegades per 
llum que p a s a  per les zones transparents. Vegem-ne Segon. Aixb fa que un sistema d'aquest tipus pugui ar- 
algun exemple interessant. ribar a ser molt útil en sistemes bptics on és necessari 
introduir lents mbbils (com per exemple una ciimera 
Focalitzant materia fotogrhfica, o un sistema de zoom); la idea és substi- 
Un resultat fonamental de la mecanica quantica és que tuir els elements mbbils per aquests dispositius, en els 
la materia té naturalesa ondulatbria quant al seu movi- quals es podrien codificar lents de baixa resolució i es 
ment a l'espai. Tots els cossos tenen associada una lon- podria canviar la focal molt rapidament sense neces- 
gitud d'ona donada per la fórmula de De Broglie: sitat de moure res, i el sistema guanyaria en precisió 
i velocitat de resposta. Avui dia pero aquestes pan- 
h talles de cristal1 líquid encara estan formades per píxels A = -  
massa grans que fan que les focals que es puguin codifi- 
car siguin de l'ordre d'1,5 m. Al laboratori, hem investi- 
on h 6s la constant de Planck i p 6s el moment. Aquesta gat d'una banda la descripció matematica deis fenbmens 
fórmula 6s completament general i serveix tant per a la que involucra la codificació en baixa resolució i de l'altra 
llum (E = pc) com per a un cos qualsevol hem establert un model matemiitic adequat que per- 
met calcular la distribució de llum a la focal d'aquestes 
p = r n v / J m  lents, cosa que permetra determinar els possibles usos 
d'aquesta mena de dispositius segons les seves carac- 
(fórmula relativista). Aquesta equació implica que un terístiques (Carcolé, 1993). Tot seguit comentarem una 
cos de massa m es mou a l'espai de la mateixa manera 
que ho faria la llum que tingués la mateixa longitud 
d'ona. 
A la bibliografia es pot trobar la descripció 
d'experiments en els quals es comprova una vegada més 
aquest fet utilitzant plaques zonals. En un d'ells es re- 
lata la focalització de neutrons mitjancant .cma lent de 
focal 2,5 m, 2 mm de diiimetre, que conté 200 anells de 
Cu d'un gruix específic 2'4 pm (els neutrons travessen el 
Cu) per aconseguir un desfasament en n de l'ona associ- 
ada als neutrons X = 20A. En aquesta experiencia van 
aconseguir focalitzar els neutrons en un pic d'amplada 
de 75 pm. (Kearney, 1980). 
En una altra experiencia, aquesta vegada duta a 
terme amb atoms, es focalitzava heli amb una X = 
Figura 4: Placa sonal discretitzada 
Figura 5: Intensitat de llum al voltant de I'eix hptic, resultat 
de la concentració de llum deguda a la lent de la figura 4 
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Figura 6: Amplada dels pics segons la 
distancia focal. La Enia discontínua cor- 
respon al cas d'infinita resolució 
cretitzar la placa zonal, és a dir considerar-ne només la 
transmitancia en uns determinats punts. Si representem 
graficament la placa zonal resultant obtenim el que es 
veu a la figura 4. En lloc d'una lent, ens en surten 25, 
totes amb la mateixa focal. Cal remarcar que només 
estavem codificant-ne una. El fenomen té l'origen en el 
- 
fet que els píxels més allunyats del centre ocupen una 
area que compren diverses zones clares i fosques; com es 
pot veure a la figura 3 els anells de la placa zonal es fan 
cada vegada més estrets i cada vegada estan més apre- 
tats. La descripció matematica exacta d'aquest fenomen 
ve donada per la següent sorprenent igualtat: 
on Q(x, y) és la funció sobre la qual hem construit abans 
la placa zonal, k i L són nombres senzers qualssevol, 
X = A f /Ax i Y = X f /Ay i cpi és una fase que depen de 
tots els parametres, inclosos k i l .  Aquesta igualtat im- 
plica, entre altres coses, que la distancia entre els centres 
de les plaques zonals que es veuen a la figura ve donada 
. -P per X i Y. Fixem-nos al fet que, a la figura, la longitud 
del primer radi canvia segons la lent; aixb és degut en 
aquest cas al fet que cada placa focalitza amb una fase 
diferent, la fase cpl ,  en cada focus. Aquí tenim doncs 
definides les principals limitacions de les lents de baixa 
resolució, i és que si codifiquem focals curtes les lents 
s'automultipliquen, donen lloc a un nombre molt gran 
de focus, tots sobre el mateix pla, i es limita per tant 
la grandaria de les imatges que es poden formar (si in- 
tentem formar imatges massa grans se sobreposaran les 
de cada lent). Per tant si volem codificar una única lent 
haurem de codificar focals que verifiquin: f N La,/X 
on L és la longitud lateral de la pantalla. 
El fet que les plaques s'automultipliquin pertany a 
una classe de fenbmens englobats en el que s'anomena 
efecte Moirée. Sempre que superposem dues xarxes 
peribdiques (en aquest cas la xarxa de píxels i la placa 
zonal que és peribdica en p2)  apareixen involunth-iament 
noves figures (Bryngdahl, 1974). 
Efectes de la baixa resolució en la focalització 
Vegem ara com és la distribució de llum al pla focal 
d'aquestes lents. Com a exemple podem mostrar la in- 
tensitat de llum que proporciona la lent de la figura 4 
al voltant de l'eix bptic i que trobem representada a la 
figura 5. Una propietat interessant d'aquestes lents és 
que la distribució de llum tendeix a tenir la mateixa 
forma del píxel (perb sempre més estreta) a mesura que 
anem codificant focals cada vegada més curtes. Aixb és 
valid també per a totes les lents que apareixen codifi- 
cades. Pel contrari si augmentem la focal, la distribució 
de llum tendeix 'a ser una funció sinc, (sinc(x, y) = 
s i n ( ~ x )  sin(ny)/(rx . ~ y ) ) ,  que és el que resulta en el 
cas de plaques zonals de resolució infinita. Així doncs, 
curiosament, amb lents fetes de quadrats podem obtenir 
Figura 7: Lent 6ptima 
pics més estrets (de l'ordre del 60 %) que el mateix píxel. 
Aixb ho podem veure a la figura 6, en que trobem repre- 
sentat el gruix del pic que es forma en el pla focal dividit 
de les dimensions del píxel. Una altra cosa curiosa és que 
aquestes lents tenen una focal per la qual presenten un 
maxim d'intensitat sobre l'eix. Per a aquesta focal la 
resolució de la lent és practicament la mateixa que per 
a una lent normal; diem aleshores que les plaques zonals 
de baixa resolució tenen una focal bptima. Si Ax = Ay, 
N = M i els cosfats dels píxels Ax' = Ay', aquesta 
focal ve donada per f = 0, 73AxAxfN/X. Aquesta 
lent la trobem a la figura 7. Podeu tractar tarnbé de 
fotografiar-la i veure com focalitza Óbjectes lluminosos. 
Optimització de les plaques zonals de baixa 
resolució , 
Suposem ara que hem de treballar amb una focal curta 
i que hem d'intentar enviar el maxim de llum possi- 
ble a la focal que coincideix arnb l'eix hptic. En els 
primers apartats hem descrit una mica el fonament físic 
de les plaques zonals. Descriurem ara en termes sem- 
blants aquestes plaques de baixa resolució conformades 
mitjancant quadradets. Resulta que la llum que surt 
difractada d'un quadrat es pot descriure com una ona 
esferica que surt del mig del quadrat; ara bé, aquesta ona 
esferica té una amplitud que depbn de les coordenades 
(x, y). En el cas dels quadradets de les pantalles de 
cristal1 líquid, podem escriure la difracció d'un quadrat 
centrat a les coordenades de la pantalla (xo, yo) en un 
punt (x, y) a distancia z = f co 
Aquesta equació ens diu que si pretenem concentrar el 
Figura 8: Lent optimitzada 
mkim de llum possible sobre un punt de l'eix bptic, la 
figura 4 no és la millor lent que podem fer. Fixem-nos 
que les funcions sinc tenen canvis de signe peribdics (a 
causa de les oscil~lacions de la funció sinus). Aquests 
canvis de signe fan que determinades zones de la lent 
col.laborin amb una fase IT equivocada. Aixb es pot 
soIucionar rhpidament canviant les zones blanques per 
les negres i viceversa. D'aquesta manera optimitzem la 
lent i podem arribar a obtenir de l'ordre de 10 vegades 
més energia mitjancant aquesta correcció. L'aspecte 
d'aquestes lents es pot veure a la figura 8. 
Conclusions 
Les plaques zonals constitueixen un dels elements bptics 
amb més historia dins l'bptica. Actualment la seva im- 
portancia rau en el fet que poden treballar per qual- 
sevol longitud d'ona, i que poden ser codificades en pan- 
talles de cristal1 líquid de baixa resolució, amb la idea 
de substituir elements bptics mbbils. Les propietats de 
les plaques zona1 de baixa resolució admeten un trac- 
tament matemhtic rigorós que explica els efectes de la 
discretització quant a la codificació i la focalització. 
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